
地質調査所月報，第46巻第11号，p．605－627，1995

X線CT画像中の2次元ネットワークを伝った

流れのシュミレーション

中野司＊

NAKANo　Tsukasa（1995）Numerical　flow　simulation　through　a　two－dimensional　network

　　using　X－ray　CT　imagery．B％ll．（｝601．S％7∂．乖ψ碗，vo1．46（11），p．605－627，5

　　figs．，2tables。

Abstract：A　method　named“network　flow　analysis”has　been　developed．This　method

allows　study　of　the　bulk　electric　and　fluid　flow　properties　of　a　rock　by　simulating　flow

through　the　network　of　cracks　and　grain　boundaries　observed　in　X－ray　CT　images．Two

independent　flow　simulation　methods　are　considered　in　the　analysis：（1）flow　simulation

using　the“pore－channel　mode1”，and（2）flow　simulation　using　an　ordinary　finite

difference　method．Both　methods　use　the　network　structure　derived　from　X－ray　CT

images　to　develop　the　boundary　conditions　of　the　flow　channels．The　macroscopic

conductance　for　electric　current　and　viscous　flow　were　calculated　by　applying　these

simulation　methods　to　X－ray　CT　images　of　rock　samples．

要　　旨

　X線CT画像として与えられた岩石中の割れ目や粒界

などのネットワークを伝った電流および流体の流れをシ

ュミレートし，ネットワーク全体の巨視的な流れを特徴

づける物性値（bulkflowproperties）を求めるための解

析法を開発した．この解析法（ネットワーク解析；network

flowanalysis）では，流れのシュミレーションを2つの

独立な手法を用いて行うことができる：（1）画像中のネッ

トワークをなす領域からポア（溜まり）とチャンネル（流

路）の領域を自動的に識別し，それらのつながりと形状

による抵抗値をもとにしてネットワークを伝った流れの

様子を計算する，（2）画像中のネットワークをなす領域に

おいて，流れを支配する微分方程式を差分化して解く．

さらに前者の手法では，有効媒質近似を用いてチャンネ

ルの形状抵抗の分布からネットワーク全体の有効な抵抗

値を算出することもできる．実際のサンプルの画像にこ

れらの手法を適用して，そのサンプルの2次元断面のネ

ットワークを伝った電流と粘性流に対する巨視的な伝導

度を求めた．これらの結果を比較・検討し，各々の手法

の特徴について議論した．

1．はじめに

　岩石中の割れ目や粒界を伝った流体（マグマ）の流れ

は，地表で見られる火山活動の素過程として重要である．

それは熱的・物質的な輸送現象（たとえば，McKenzie，

1984；Ribe，1987）ばかりでなく，より広範囲に渡って

岩石全体としての粘弾性的な性質や電気伝導度を左右す

るため，地殻の強度や上部マントルでの地震学的・地球

電磁気学的な不均一性の一因ともなっている（たとえば，

O’Connel　andBudiansky，1977；Mavko，1980；Shank－

landandWaff，1977）。それゆえ，地表で得られる地球

科学的な観測結果を詳細に解釈するためにも，様々な物

理条件下での岩石中での流体の挙動を明らかにする必要

がある．
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　岩石中でのマグマなどの流体の挙動は，浸透率や岩石

全体としての巨視的な電気伝導度などの流れに対する巨

視的な物性値（bulkflowproperties）によって特徴づけ

られる．これらは地下の物理・化学的条件に対応して様々

な値をとると考えられるが，部分溶融した岩石の場合に

それを実験などによって直接的に測定することはサンプ

ルサイズの制約や実験条件のコントロールなどを考える

と非常に困難である．むしろ，実験などで一度部分溶融

させたサンプルをもとにして，計算機上で岩石中でのマ

グマの挙動をシュミレートすることによって求める方が

実際的であると考えられる（中野，1991）．すなわち，岩

石中の流体の挙動を支配する2つの要因（1）粘性率などの

流体そのものの性質，および（2）岩石内部の割れ目や粒界

のなす流れの流路のネットワークのつながりや形状

（NakanoandFulii，1989），を実際のサンプルから求

めて，それを用いて計算機上でマグマの流れのシュミレ

ーションを行うことが有用である．これらの要因のうち，

前者は，これまでに行われた多くの測定結果や理論的な

考察（たとえば，久城，1978）から様々な物理・化学条

件下での値を求めることができる．また，後者について

は，X線CT（中野ほか，1992；Nakano6麺1．，1992）

を用いれば，実験などで得られたサンプルから非破壊で

3次元的な流路のネットワークの形状を求めることが可

能である．

　以上の解析手法はマグマに限らず，岩石中での水など

の流体の流れに関連する巨視的な物性値を推定すること

に用いることができる．われわれはこの解析手法を，ネ

ットワーク解析（networkflowanalysis）と呼んでいる

（中野，1991；中野・藤井，1991a，1991b，1991c；中野

1992）．本文では，2次元のX線CT画像を用いたネット

ワーク解析の処理内容について説明する．そして，ネッ

トワーク解析の3つの手法を用いて実際の岩石サンプル

中の流体の流れに関連する巨視的な物性値を推定し，そ

れらの比較・検討を行う．
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2．ネットワーク解析とポア・チャンネルモデル

　ネットワーク解析の処理の概略を第1図に，そして，

実際に行った解析の例として，その処理過程の様子を第

2図に示した．また，解析を行う際に使用したソフトウ

ェアの一覧を第1表に示した（なお，これらのソフトウ

ェアについては付録Aで概説されている）．これらに示さ

れているように，ネットワーク解析は多数の処理内容に

分割されている．以下では，それら各々について説明す

る。

第1図
Fig．1

ネットワーク解析のフローチャート．

Flow　chart　of　the　network　flow　analysis．

2．1　ネットワーク解析の前処理

　ネットワーク解析では，前処理として，与えられた画

像からネットワークをなしている領域を抽出するための

処理を行う．そのために，まず，与えられた画像の輝度

値を0と1に2値化する（第1図の（a）の処理）．与えられ

た画像がX線CT画像の場合（第2（a）図）には，ネットワ

ークをなしている領域（たとえば，割れ目や空隙の部分〉

とそうでない部分（岩石の部分）の密度の違いを考慮し

て適当な輝度値（CT値）を指定し，それを境に単純な2

値化を行う．また，適当な空間フィルタ（たとえば，ラ

プラシアンフィルタ）を与えられた画像に施した結果を

2値化してもよい．

　このようにして得られた2値画像（たとえば，第2（b）

図）には，通常は多数のクラスタが含まれる．ここで，

クラスタとは，2値画像中の輝度値1（もしくは0）の

画素のひとつながりのかたまりである（クラスタとして

輝度値1の画素のものと0のものが考えられるが，以下
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第2図　ネットワーク解析の処理過程の例．（a）X線CT画像．サンプルは焼結鉄鉱石で，白い部分が固体，黒い部分が気孔である．こ

　　　こでは（物理的な意味を考えずに），例として固体領域のネットワークに注目する．（b）輝度値を2値化した画像．（c）最大サイズ

　　　のクラスタ．（d）最大サイズのクラスタの輪郭線．（e）ネットワークの領域を分割した三角形．（f〉ネットワークの領域を分割した

　　　三角形の外心を結んだスケルトン．（9）ネットワークを伝った流れに関係しない枝を取り去ったスケルトン．（h）ネットワークの

　　　ポア領域に相当する三角形．（i〉ポア・チャンネル（PC）モデルを用いて計算したネットワークに電流が流れた場合の電位分布．

　　　（j）電流に対する有限要素近似によるシュミレーションから得られた電位分布．（k〉pcモデルを用いて計算したネットワークに

　　　粘性流体が流れた場合の圧力分布．（1）粘性流に対する有限要素近似によるシュミレーションから得られた圧力分布．

Fig。2　Examples　of　the　network　flow　analysis．（a）X－ray　CT　image．Sample　shown　in　the　image　is　a　sintere（1iron　ore（the

　　　white　region　is　the　solid　and　the　black　is　the　void）。We　consider　the　network　of　the　solid　region　as　an　example．（b）

　　　Binary　image．（c）The　largest　cluster．（d）Perimeter　of　the　largest　cluster．（e）Triangle　tessellation　of　the　network　area。

　　　（f）Skeleton　connecting　the　outer　centers　of　the　tessellated　triangles．（9）Skeleton　without　the　branchs　where　fluid　flow

　　　does　not　occur．（h）Triangles　correspond　to　the　pore　areas．（i）Potential　distribution（iue　to　the　electric　current　in　the

　　　network　area　calculated　by　the　pore－channe1（PC）modeL（j）Potential　distribution　due　to　the　electric　current　in　the

　　　network　area　calculated　by　the　finite　difference　mode1．（k）Pressure　distribution　due　to　the　viscous　flow　in　the　network

　　　area　calculated　by　the　PC　modeL（1）Pressure　distribution　due　to　the　viscous　flow　in　the　network　area　calculate（1by

　　　the　finite　difference　modeL　Closed　circles　show　the　entry　or　exit　points　of　the　flows．

ではどちらか一方だけを考える）．このようなクラスタを

識別し，各画素にそれが属するクラスタの名前（クラス

タ番号）を輝度値として与えた画像（クラスタ画像）を

作成する．この処理をクラスタラベリングと言う（第1

図（b）の処理）．

　ネットワーク解析では，通常は画像中のネットワーク

として，クラスタラベリングで識別した最大サイズのク

ラスタだけを考慮する．そこで，ネットワーク解析の前

処理の最後として，最大サイズのクラスタ（第2（c）図）

の輪郭線を取り出す（第1図（c）の処理；第2（d）図）．ただ

し，ネットワーク状のクラスタでは内部に穴が開いてい

ることが普通なので，それらを取り囲むものを含めた複
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第1表　ネットワーク解析のためのソフトウェアー覧．

Table1．List　of　software　used　in　the　network　flow　analysis．

ソフトウェア名 機能 備考＊＊

bmhist 画像データの輝度の出現頻度分布を調べる。 a＊3

gfitなど 画像データの輝度の出現頻度分布をGaussian関数などでフィットし、そのピークサーチを行なう。 a

bmbi11 指定した輝度の閾値で画像データの二値化を行なう。 a＊3

ex即ain 画像データ中の0以外の輝度の画素のつながり（クラスタ）を識別し、各クラスタにサイズ頗の名前（番号）をつける。 b＊3

exedge exgrainで識別したすべてのクラスタの輪郭線を抽出する。 c＊3

exprmt exedgeで抽出した輪郭線のうち指定したクラスタのものだけを取り出す。 c＊3

fdnなど exp㎜tで得た輪郭線データからクラスタの形状のフラクタル次元などを求める。 d＊1

tricut、tc2 exprmtで得た輪郭線データを用いて、クラスタ内部の三角形分割を行なう。 e＊4

prune tricutなどで得たクラスタ内部の三角形分割データからネットワークの骨格（スケルトン）を求め、さらにポアとチャンネル領

域を識別してそれらの幾何学的な情報を計算する。

f＊5

pcnec（pcvfc） pruneで得たネットワークの情報を用いて、各チャンネルに電流（もしくは粘性流体）が流れる際の形状抵抗の値を計算する。 9＊5

netSOlve pcnecなどで計算した各チャンネルの形状抵抗の値を用いて、pruneで得たネットワークの2点にポテンシャル（電位もしくは

圧力）差が与えられた場合の電流もしくは粘性流を求める。具体的には、各ポアでのポテンシャル値と各チャンネルの流量をキ

ルヒホッフの法則から計算する。

9＊5

t雌㎝91e＋agrid2など netsolveで得たネットワークのポアでのポテンシャル値を2次元補問して、系全体のポテンシャル場の分布を計算する。 ぬ＊2

netd重v netsolveで得た結果から、ネットワークを伝った電流もしくは粘性流の指定したポアでの流れのわきだし量を計算する。 i＊5

ema pcnecなどで計算したチャンネルの形状抵抗値の分布から、有効媒質近似（EMA）を用いてネットワーク全体の電流や粘性流に

対する有効な抵抗値を計算する．

j＊6

prmt2bm exprmtで得られるものと同じ形式の輪郭線データから、それが取り囲むクラスタ内部を塗りつぶした二値画像データを得る。 k＊7

bm2P（bm2puv） 画像データから境界条件を与えた系について差分方程式を解いて電流（もしくは粘性流）のシュミレーションを行なうために、

二値画像データの各画素（セル）の状態などを調べる。

1＊7

P（puv）など 差分方程式を解いて電流（もしくは粘性流）のシュミレーションを行なう。 1＊7

P2div（puv2div） 差分方程式を解いた電流（もしくは粘性流）のシュミレーション結果から、指定したセルでの流れのわきだし量を計算する。 i＊7

備考＊＊：第1図のフローチャートの対応する処理（a～1）および参照文献（＊1～＊7）。

参照文献：＊1藤井・中野（1988）、＊2中野・藤井（1989b、1989c）、＊3中野・藤井（1991a）、＊4中野・藤井（1991b）、零5中野・藤井（1991c）、＊6中野（1992）、＊7本文。
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数の輪郭線を区別して取り出すことが必要である．これ

は，具体的には，クラスタの外側を取り囲む輪郭線と内

側の輪郭線をその周回方向（時計まわり・反時計まわり）

で区別できるように輪郭線の追跡・抽出を行っている．

　ネットワークを伝った流れの解析を行うこと以外に，

ここで求めたクラスタの輪郭線データを用いればその形

状の解析を行うこともできる（第1図（d）の処理）．これは，

たとえば，クラスタの形状の楕円近似やその結果得られ

る主軸方向の解析，輪郭線のフーリエ解析による多角形

近似，そして，クラスタ形状のフラクタル次元（高安，

1986）の算出などである（たとえば，藤井・中野，1988）．

　以上の処理内容（特に，クラスタに属する画素のつな

がり方の定義やクラスタラベリングの手法，そして，輪

郭線データの取り出し方など）については中野ほか（1988）

および中野・藤井（1989a，1991a）で説明されているの

で，詳細はそちらを参照し。ていただきたい．

2。2ポア・チャンネルモデルの構築

　上で得られた画像中の最大サイズのクラスタ（ネット

ワーク）を伝った電流や粘性流の流れのシュミレーショ

ンを考える．ネットワーク解析ではそのためにふたつの

手法が用意されている．

　第1の手法は，ネットワークの領域を微小な有限要素

（セル）に分割して，流体の流れを支配する微分方程式

を差分化して解くものである．これについては，後で詳

しく述べる．第2の手法は，ネットワークの領域をポア

（溜まり）とチャンネル（流路）の部分に分割したモデ

ル（第3（b）図）で近似し，それを用いて流体の流れを計

算する。クラスタの輪郭線データからこのモデル（ポア・

チャンネルモデル；略してPCモデル）を構築する方法に

ついて以下で説明する．

　今，第3（a）図のようなネットワークを考える．これに

対するPCモデルは，概念的には第3（b）図のようなものに

なる．ここで，同図の丸い部分がポアで，’それらを結ぶ

部分がチャンネルである．ただし，これらの形状（ポア

の半径やチャンネルの長さおよび幅）は，できるだけも

とのネットワークの特徴を活かすように設定する．この

モデルを用いて，ネットワークを伝った流体の流れをシ

ュミレートする場合は，電気回路とのアナロジーが有用

である．すなわち，ポアをコンデンサー，チャンネルを

抵抗と見なして，それらの抵抗値などの属性をチャンネ

ルの形状（長さや幅）などから計算する．そして，PCモ

デルに対応するこれらの素子のつながった電気回路（第

3（c）図）について，電流（もしくは粘性流など）を計算

すればよい．このように，電気回路とのアナロジーでネ

ットワークを伝った流れをシュミレートするためには，

ネットワークのつながりの情報とチャンネルの長さなど

の幾何学的情報をどちらも残したPCモデルをネットワー

クの輪郭線データから構築する必要がある．

　ところで，先の電気回路の抵抗を示す線からなる図形

（第3（c）図），すなわちネットワークの軸線（骨格線；ス

ケルトン）を画像から求めることは，スケルトニング（細

線化）と呼ばれている．ネットワークの軸線は，そのつ

ながりの様子を知る上で有用である．ただし，これまで

発表されているスケルトニングの方法（たとえば，Stauffer，

1985）では，PCモデルで必要とされる幾何学的な情報を

捨て去ってしまっている．ネットワーク解析では，以下

のような手法でPCモデル構築のための情報を残したスケ

ルトニングを行っている．

　スケルトニングの原理について考える．第3（d）図のよ

（　織響

（灘鐵嚢錘鐸鐸騨　（e）鞭灘購購麗簸麗難麗鰯灘窪

畷
・
難
馨 懸

鈍・

藷灘灘
継繋醸譲無、．灘鞍麗灘鞭

第3図　PCモデルの構築のための概念図．

Fig．3　Schematic　figures　showing　the　proce（iures　to　construct　the　PC　modeL
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うなネットワークのチャンネルが与えられた場合に，わ

れわれはこれから同図の点線のような軸線を即座に引く

ことができる．この操作を分析すると，チャンネル（ネ

ットワーク）の軸線とはそれを取り囲む輪郭線から等距

離の点を結んだもの，と定義できる．これは物理的にも

意味があって，軸線はチャンネルを粘性流体が流れる場

合の流速最大の点を結んだ流線に一致する．ところで，

ネットワーク解析で取り扱う輪郭線は，多数の点を結ん

だデジタルな折れ線である（第3（e）図）．それで，上の定

義を変えて，ネットワークの軸線を向かい合った輪郭線

上の点の間の垂直2等分線を結んだもの，とする．する

と，このようにして得た軸線は，第3（e）図のようにネッ

トワーク領域の内部を適当な方法で三角形に分割して，

その外心（三角形の各辺の垂直2等分線の交点；第3（e）

図の×印）を結んだものと等価である．このようなネッ

トワーク領域の三角形分割（第1図（e）の処理；第2（e）図）

は，ボロノイ分割（室田，1986）に基礎を置く手法によ

って一意的に行うことができる（中野・藤井，1991b）．

　PCモデルの構築の際にネットワーク領域の三角形分割

によってスケルトニングを行う（第1図（f）の処理）と，

以下の2つの利点がある．まず第1の利点は，ネットワ

ーク領域からポアとチャンネルを客観的に識別できるこ

とである．すなわち，各三角形の外心で交わる軸線の本

数（配位数）を調べてそれが3以上である（たとえば，

第3（f）図の白丸）場合には，その外心に対応する三角形

をポアであると考える（ただし，配位数3の外心が隣り

合っている場合には，それらに対応する三角形を融合し

た多角形をポアの領域と見なし，また，そこに適当な配

位数を持つ新たな軸線の交点を計算する必要がある）．ま

た，2つのポアにはさまれたひと続きの三角形をチャン

ネルと見なすことができる．第2の利点は，これらのポ

アやチャンネルの幾何学的な情報を，それを構成する三

角形の情報から計算できることである．たとえば，ある

チャンネルの幅ωは，それを構成する三角形の面積の和

Sとその両端のポアにつながる軸線の長さの和1（これを

チャンネルの長さと見なす）から，

ω＝S／1・ ・・（1）

として近似することができる（これよりも詳細なチャン

ネルの幅の計算も可能だが，以下では（1）式の近似を用い

ることにする）．

2．3ポア・チャンネルモデルを用いた流れのシュミレー

　　ション

　先にも述べたように，画像中のネットワーク領域のPC

モデルが構築できれば，チャンネルの形状抵抗などを計

算した後に電気回路とのアナロジーを用いて，ネットワ

ークを伝った電流や粘性流などの流れのシュミレーショ

ンを行うことができる（中野・藤井，1991c）．

　ところで，このような流れのシュミレーションを行う

場合に，電気回路のつながりを表すスケルトンとしてネ

ットワークを三角形分割した外心を結んだものをそのま

ま用いると計算の際に無駄が多い．すなわち，第2（e）図

の三角形の外心を結んだ第2（f）図のスケルトンを見れば

明らかなように，これには流れの起こりえない末端の枝

が多数存在する．これらの枝は，ここで行ったスケルト

ニングがネットワークの輪郭線の局所的な凹凸を忠実に

反映しているために生じるものである．そこで，第2（9）

図のように，流れに関係しないネットワークの末端の枝

（三角形）を刈り取る処理を行う．ただし，その際に，

ネットワークから外部へ流体が流出，もしくは，外部か

らネットワークに流体が流入する点（外心もしくは三角

形；第2（9）図の黒丸）を与えて，それらにつながった末

端の枝だけは刈り取らないようにする（これらの流体の

流入・流出点はネットワーク領域のどこにいくつあって

もよいわけだが，ネットワーク解析では，通常はネット

ワーク領域上の最も離れた2点を自動的に流入・流出点

として選ぶようにしている）．

　不必要な枝を刈り取ったネットワーク（PCモデル）を

使って電流と粘性流のシュミレーションを行う．その際

に，流れは時問的な変化をしない（定常である）と考え

る．すなわち，先の電気回路とのアナロジーで言えば，

ポアに相当するコンデンサーは電荷に飽和していて電流

に何の影響も及ぼさないとする．このため，ポアを空間

的な広がりがないチャンネルのつなぎ目の点であると見

なす（以下では，それを節点もしくはノードと呼ぶ）．そ

して，外部からのネットワークヘの流体の流入・流出点

（これらも特別なノードとする）にポテンシャル（電位

もしくは圧力）差を与えて，各チャンネルを伝った流量

とすべてのノードでのポテンシャルの値を計算する．

　ポテンシャル（電位もしくは圧力）値Rを持つノード

づとポテンシャル値乃のノードブの間のチャンネルを伝っ

た電流および粘性流の流量σらゴは，どちらも以下の式で計

算される．

％＝一α・δ・6ムゴ・（B一乃） 一（2）

ここで，αとわはネットワークのすべてのチャンネルに共

通なチャンネルの形状に依存しない定数で，前者は流体

の流れやすさを示す物性値（電気伝導度σや粘性係数μ；

これらはネットワークを流れる流体中で一様であると仮
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定する）に関連したものを，後者はそうでないものを表

している．具体的には，これらは，

・一｛、／縄灘巻）

・一／、／躍縄）

一（3）

・・（4）

となる．ただし，粘性流に対する召およびわは，低レイ

ノルズ数の放物型速度プロファイルの流れを仮定した場

合の値である（この詳細は，たとえばLandau　andLifsitz

（1970）などの流体力学の教科書を参照のこと）．流れの

計算終了後にこれらの定数分の補正は容易にできるので，

ネットワーク解析では召＝1かつ6＝1であると仮定して

いる。

　（2）式の係数％がノードづとブの間のチャンネルの形状

（軸線の長さ1と（1）式で求められた幅別）に関係した伝

導度（抵抗値の逆数）である．ネットワーク解析では，

これらは以下のような値を取るとする．

研粥1（羅灘） 一（5）

ただし，ここでも，粘性流に対しては低レイノルズ数の

放物型速度プロファイルの流れを仮定している．

　外部からの流入・流出口を除いて，ネットワークを伝

った流体の流れは流量の保存則（キルヒホッフの法則）

に従っている．すなわち，流入・流出口以外のノード2で

は，

Σ％＝0
’

一（6）

が成り立っている．ただし，（6）式のノードブとして，ノー

ドづと隣り合ったものだけの和をとる．

　流出・流入口に与えたポテンシャルの値と（2）および（6）

式を連立して解けば，すべてのノードでのポテンシャル

値が計算できる（第1図（9）の処理）．そして，ノードの位

置で得られたポテンシャルの値を空間補問（たとえば，

中野・藤井，1989b）すれば，ネットワークを伝った流れ

による系全体のポテンシャル（電位および圧力）場の様

子を可視化できる（第1図（h）の処理）．第2（i）図と第2（k）

図は，このようにして計算したネットワークを伝った電

流および粘性流で生じた電位および圧力の場を示してい

る．ただし，ポテンシャル分布を示す等高線（中野・藤

井，1989c）は，外部からのネットワークヘの流体の流入・

流出口に与えたポテンシャル差の1／20ごとに描いてある．

これらの図から，ネットワークの幅が狭くなっている画

像の左上の部分ではポテンシャルの値が急変している（す

なわち，この部分はネットワークを伝った流れのボトル

ネックである）ことが明らかである．

　以上のようなシュミレーションの結果得られた流体の

外部からのネットワークヘの流入・流出量は，流れに対

するネットワーク全体としての巨視的な伝導度の目安と

なる．さらに，それ以外にも，流体の流入量・流出量は，

ノードでのポテンシャル値の計算の精度を評価するため

に利用できる（精度よく計算できれば，流入量と流出量

の絶対値は同じ値になるはずである）．ネットワーク解析

では，処理の最後にこのような流入口・流出口での流量

（わきだし量）を計算している（第1図（i）の処理）．

2。4　有効媒質近似

　電流や粘性流の流れに対するネットワーク全体の巨視

的な伝導度をPCモデルを用いて評価するとき，上で行っ

たキルヒホッフの法則（（6）式）を直接解く方法には以下

のような3つの問題点がある．まず，第1の問題点は，

計算量もしくは計算精度の問題である．巨大な画像に対

してネットワーク解析を行った場合，ノードの個数が非

常に多くなるため，キルヒホッフの法則から導かれる多

数の連立方程式を解いて流れを計算しなければならない．

この連立方程式は，ネットワークのつながりを反映した

複雑な係数の配置をしているので，大規模連立方程式を

解く際に用いられる様々な手法（たとえば，Buneman，

1969）を利用することができない．それゆえ，多数のノ

ードを持つネットワークに対しては緩和法などで連立方

程式を解くことになるため，ノードでのポテンシャル値

を高精度に求めることが困難になる．第2の問題点は，

ネットワークヘの流体の流入・流出口の位置や個数の設

定の仕方に，それらを用いて計算した巨視的な伝導度が

大きく依存することである．このため，流入・流出口を

様々に設定したシュミレーションを行った結果を総合し

て考える必要がある．第3の問題点はより本質的である．

ネットワータ解析を行う対象とした画像は，ネットワー

クを伝った流れの巨視的な伝導度を求めたいサンプルの

一部を取り出したものに過ぎない．特に，ネットワータ

のつながりの具合はネットワークの部分ごとにまちまち

であるため，画像からキルヒホッフの法則を用いて得た

伝導度がサンプル全体の巨視的伝導度を代表していると

いう保証はない。

　このような問題点（特に第3の問題点）を排除するた

めには，PCモデルで得られるチャンネルの伝導度6（（5）

式）の分布をサンプル全体の分布D（6）であると見なして，

それを用いて巨視的な伝導度を計算する手法が有効であ
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る（ただし，画像サイズ以上の長いチャンネルの伝導度

は考慮されないため，こうして推定したD（o）では小さな

値の伝導度（（5）式参照）に相当する部分が抜け落ちるこ

とになる）．ネットワーク解析では，PCモデルで得られ

るチャンネルの伝導度の分布Z）（o）を用いて，有効媒質近

似（Effectivemediumapproximation；略してEMA；

Kirkpatrick，1973）によって流れに対するネットワーク

の巨視的な伝導度を評価する（第1図（」）の処理）．ネット

ワークの巨視的伝導度の理論的な取り扱い（たとえば，

ShanklandandWaff，1974；Koplik，1982；Yonezawa

andCohen，1983；Doyen，1988）では，これまでしば

しばEMAが用いられてきたが，ここでは，それを実際の

データ解析に使用する．

　EMAでは，無限に広がったネットワークを考えて，そ

れを構成するチャンネルの伝導度6の分布D（o）とノード

でのチャンネルの平均配位数2から，すべてのチャンネ

ルが1種類の有効伝導度を持ち，それらのつながりの具

合がもとのネットワークと同じである有効なネットワー

クを推定する．そして，そのネットワークの各チャンネ

ルの有効伝導度砺は以下の式から算出できる．

　
ρ（・）・6・。＋（舞旨）．。糀一〇 ・・（7）

また，（5）式を用いてPCモデルから個々のチャンネルの伝

導度を計算した場合には，

Σ砺一〇た＝0為砺＋（2／2－1）・o勉
一（8）

を解くことになる．ここで，6んは（（5）式では喝と表して

いた）チャンネル為の伝導度である．また，（8）式ではす

べてのチャンネル泥についての和をとる．なお，上記の

EMAの仮定と考え方，（7）および（8）式の導出法や解法など

の詳細については中野（1992）を参照していただきたい．

　このようにしてEMAで得られた有効伝導度は，ネット

ワークのつながりの具合に大きく影響されない値となる．

言い換えると，同じサンプルの異なった部分を含んだ画

像から得たネットワークの有効伝導度は，どれも同じ程

度の値になることが予想される．

3．有限要素近似による流れのシュミレーション

　先に求めた輪郭線データからネットワーク領域を微小

な有限要素（セル）に分割し，それを用いて流体の流れ

を支配する微分方程式を差分化して解くことを考えよう．

これは，流体力学でしばしば行われるオイラー流の空問

格子を用いたシュミレーションである．ただし，ネット

ワーク解析では，流れに大きな影響を及ぼす境界条件を

画像データ（輪郭線データ）から自動的に求める点が通

常のシュミレーションとは異なっている．

　ネットワーク領域を分割するセルとして，もとの画像

の画素の空間的広がりと同じものを使用する．ネットワ

ーク領域に相当するセルの配置を輪郭線データから求め

るために，ネットワーク解析では・まず，輪郭線内部の

領域を塗りつぶした2値画像を作成する（第1図（k）の処

理；第2（c）図）．このようにして得られたセルには，以下

の3つの状態がある；状態W：ネットワーク領域に属し

ていない壁のセル，状態E：ネットワークに外部から流体

が流入・流出するセル，状態F：ネットワーク領域に属す

る流体のあるセル．ここで，状態Wのセルは2値画像の

塗りつぶされていない画素に対応する．また，状態Eの

セルは2値画像中でネットワークに属している画素のう

ちの少なくとも2つで，ネットワーク解析では，PCモデ

ルでキルヒホッフの法則から流れのシュミレーションを

行ったときの流体の流入・流出口と同じ位置のものを用

いている．

　ネットワークを伝った流れとして，PCモデルを用いた

場合と同じに定常な電流と粘性流の場合だけを考える．

電流の流れを支配する基礎方程式は以下の2つである．

∫＝一σ▽P

▽ザ＝0

…・9　・・（9）

・・（10）

ここで，σはPCモデルでも用いた電気伝導度（ネットワ

ーク全体で一様と仮定）である．（9）式は，ネットワーク

領域の各点で，電流∫がそこでの電位Pの空問勾配に比

例することを意味する、また・（10）式は流量保存（キルヒ

ホッフの法則）を表している．これらの方程式を解く前

に，特徴的な流量充と長さのスケールL（この値として，

たとえば，セルに対応する画素の一辺の長さをとる）を

用いて式を無次元化する．すなわち，

ノー繕P尋蹴▽一麺

として，（9）および⑩式は以下のようになる．

∫1＝一▽．P1

▽ザ’＝0

・・⑳

・・（12）

一q3）

以下では，これらの無次元方程式を取り扱うものとし，

諸量の右肩のプライムは省略する．ところで・（12）式を⑬

式に代入すると，
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△P＝0 一αの

が得られる．そこで，電流のシュミレーションでは，取

り扱いの容易なqo式（ラプラス方程式）を解くこととし，

必要な場合には補助的に⑰と（13）式を考慮する．

　次に粘性流の基礎方程式を考える．それは，非圧縮流

体に対するナビエ・ストークスの式（流体の運動方程式），

ρ（も1＋δ・▽ガ）一一▽P＋μ△δ・ 一α5）

こでは通常の流体力学の方法を示す）．すなわち，

φ　　う　　　　　　　　　1　　　　1
”＝咄P＝嬬Pノ・▽＝τΨ・△＝τrポ…劔

として，α7）と（16〉式は以下のようになる．

一Re▽〆P〆十△1v7＝0

▽’・が＝0

一（19）

一（2①

ここで，Reはレイノルズ数，

および非圧縮（質量保存）の式

　▽・∂＝0
一（16）

である．ここで，ρとμは流体の密度と粘性係数（PCモ

デルの場合と同様に流体内で一様と仮定），∂とPは流速

と圧力である．

　ネットワーク解析ではPCモデルで得られた結果と比較

するために，定常な（筈＝0），慣性項が無視できる遅

い流れ（㌍▽∂＝0；ストークスの近似）の場合だけを

考える．すなわち，㈲式は以下のようになる．

　　一▽P＋μ△∂＝0………一…・…・……………q7）

電流の場合と同様に，（1のとq7）式を特徴的な流速∂。と長さ

のスケールLを用いて無次元化する（実は諸量の無次元

化の仕方は以下のものよりもよい方法があるのだが，こ

Re＝塵．
　　　μ

・・（2D

である．電流の場合と同様に，以下では㈲および（2①式の

諸量の右肩のプライムは省略する．また，α9）と（2①式より，

圧力．Pに関するラプラス方程式，

△P＝0
一（22）

が得られるので，粘性流のシュミレーションでもこれを

（19）および⑳式とともに用いることにする．

　以上で示した方程式を差分化して，ネットワークを伝

った流れのシュミレーションを行う（第1図（1）の処理）．

その際に，流れ∫＝（U，’V）および∂＝（U，『V）と電位

および圧力Pの値を異なった格子（くいちがい格子）上

の点において計算する（第4（a）図）．すなわち，第4（a）図

（a）　＿＿δ＿＿

　　1一一＿鞭自　　…一・δ

胆懸縄」
yし　　　i－1／2　　　　i　　　i＋1／2

　　X（d）

唱二‡

・強

（e）

（b）

　j＋1

ノ

＋1
∪

j　U　P　U　P　U

j－11 u

i－1／2　　i＋1／2　　i＋3／2

（◎

（c）

j＋3／2

」＋1／2

1－1／2

＋1 ∪ ∪

」
藝

j－1 u u

i－1 i i＋1

P
V V V
P
V

1－1

u

（9）

1＋1

j＋1

V

撰1…1 V

i＋1

＋1 u u

V

第4図　有限要素近似のためのセルのレイアウト．詳細は本文および付録Bを参照．

Fig．4　Configuration　of　the　cell　applied　to　the　finite　difference　method．
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に示されているように，Pはセルの中心における値を，

Uと’Vはセルの辺の中心での値だけを求める．このよう

なくいちがい格子を用いると，流れを支配する方程式の

差分化にともなう誤差をおさえることができる（たとえ

ば，Harlow　andWelch，1965；Welchα召1．，1966）．

　電流および粘性流に対して解くべき差分方程式を第2

表に示した．同表でわかるように，これらの式は計算を

行うセルおよびその周囲のセルの状態（W，EおよびF）

によって，異なった形をしている．すなわち，境界条件

によって解くべき差分方程式が異なっている．このよう

な差分方程式の導出法は，付録Bで詳しく説明されてい
る。

　ネットワークの流入・流出口（状態Eのセル）にPの

値を与えて，流体のある（状態Fの）セルについて第2

表に示された差分方程式を解くために，単純な緩和法を

用いた．ただし，電流の場合は電位Pに対する式（第2

（a）表）を解くだけで十分だが，粘性流の場合は圧力Pに

対するもの（第2（b）表）と同時に流速U（第2（c）表）と

『V（第2（d）表）に対する計算を緩和法の繰り返しループ

中で行う必要がある．ところで，緩和法では，計算結果

の収束に要する繰り返しの回数は，緩和させる諸量に与

える初期値に大きく依存する．そこで，緩和法の収束を

よくするために，実際のネットワークのセルに対して計

算する前に，それを粗視化して作成したサイズの大きな

少数のセルからなるネットワークについて計算を行った．

そして，それによって得られた電位や圧力などを実際の

サイズのネットワークについての計算の初期値として用

いた。

　第2（」）図と第2（1）図は，ネットワークに電流および粘

性流が流れた場合のシュミレーションの計算結果として

得られた，電位および圧力場の様子を示している．ただ

し，これらの図の黒丸で示したものが，計算に際して電

位差もしくは圧力差を与えた，ネットワークの外部から

流体が流入・流出する状態Eのセルである．また，同図

の濃淡は，状態Eのセルに与えた値でノーマライズした

電位もしくは圧力の値を示している．

　PCモデルにキルヒホッフの法則を適用して行った場合

と同様に，有限要素を用いた流れのシュミレーションで

もネットワークに外部から流入・流出する流量は，ネッ

トワークの流れに対する巨視的な伝導度の評価や計算結

果の精度の目安となる（特に，緩和法を用いたシュミレ

ーションでは，緩和の収束を判定するために，外部から

第2表　（α）電流をシュミレートするための電位Pに対する差分方程式．

Table2．（a）Finite　difference　equations　for　the　potentia1，P，of2－dimensional　electric　current。

フラグ

値

セルの状態 場合

の数
P」，ゴについて解くべき式

（乞，ゴ） （臼，ゴ） （歪＋1，ゴ） （乞，ゴー1） （信，ゴ＋1）

0 W w／F／E w／FIE w／FIE w／F／E 81
Pi，ゴ＝unde血ed

1 F W W W W 1

2 F W W W F／E 2 P」，ゴ＝P‘，ゴ＋・

3 F W W F／E W 2 P‘，ゴ＝P」，ゴー・

4 F W FIE W W 2 P」，ゴーP」＋・，ゴ

5 F FIE W W W 2 P」，ゴ富P」一・，ゴ

6 F W W F／E FIE 4 P‘，ゴー1／2（Pらゴー、＋P‘，ゴ＋・）

7 F F／E FIE W W 4 Pり一1／2（P‘一、，ゴ＋P‘＋・，ゴ）

8 F W FIE W FIE 4 Pり一1／2（P‘＋、，ゴ＋P鴫ゴ＋・）

9 F W FIE FIE W 4 P‘，ゴー1／2（P‘＋・，ゴ＋P希ゴー・）

10 F FIE W W F／E 4 Pり一1／2（P」一・，ゴ＋P‘，ゴ＋・）

11 F F／E W F／E W 4 P鴫ゴー1／2（PH，ゴ＋P」，ゴー・）

12 F W FIE FIE F／E 8 P鴫ゴー1／3（P」＋、，ゴ＋P亀ゴー・＋Pちゴ＋、）

13 F F／E W FIE FIE 8 Pり一1／3（P‘一・，ゴ＋P‘，ゴー・＋Pらゴ＋・）

14 F FIE F／E W FIE 8 P」，ゴー1／3（P」一・，ゴ＋P」＋・，ゴ＋Pちゴ＋・）

15 F F／E FIE FIE W 8 Pり一1／3（Pト、，ゴ＋P」＋・，ゴ＋P‘，ゴー、）

16 F FIE FIE FIE FIE 16 P‘，ゴ＝1／4（P‘＿1，ゴ十Pj＋1，ゴ十P‘，ゴ＿1十Pらゴ＋1）

17 E w／FIE w／F／E w／FIE w／FIE 81 P‘，ゴ＝given
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第2（b）表　粘性流をシュミレートするための圧力Pに対する差分方程式．

Table2（b）　Finite（iifference　equations　for　the　pressure，P，of2－dimensional　viscous　flow．

フラグ

値

セルの状態 場合

の数
Pちゴについて解くべき式

（∫，ゴ） （ゴー1，ゴ） （づ＋1，ゴ） （乞，ゴー1） （∫，ゴ＋1）

0 W w／FIE w／FIE w／FIE w／F／E 81
P‘，ゴ冨unde血ed

1 F W W W W 1

2 F W W W F 1 Pら戸Pもゴ＋、一（がRe）一1（砿、齢r切＋、／年ゴ＋、）

3 F W W W E 1 Pり＝P亀ゴ＋・

4 F W W F W 1 P鴫ゴーPちゴーr（がRe）一1（¢一、／亀ゴー、一研÷、／年ゴー、）

5 F W W E W 1 Pり一Pらゴー・

6 F W F W W 1 Pり一P‘＋、，ゴー（δ・Re）一1（玖＋、，ゴー、／2一巧＋、，升、／2）

7 F W E W W 1 P」，ゴ＝P重＋・，ゴ

8 F F W W W 1 Pり一Pト、，ゴー（がRe）一1（巧一、，ゴー、／2一㌦ゴ＋、／2）

9 F E W W W 1 Pり＝P」一・，ゴ

10 F W W F F 1 Pらゴー1／2｛Pらゴー、＋Pら升、一（δ・Re）一1（¢一、／年ゴー、一切＋、／乳ゴー、＋¢一、／亀ゴ＋、一¢＋、／亀ゴ＋・）｝

11 F W W F E 1 Pり一1／2｛Pもゴー、＋P毒升、一（δ・Re）一1（切一、〆乳ゴー、一q＋、／亀ゴー、）｝

12 F W W E F 1 Pらゴー1／2｛P鴫ゴー、＋Pら升、一（かRe）一1（¢一、齢、一鞍＋、齢、）｝

13 F W W E E 1 P‘，ゴー1／2（P」，ゴー・＋Pちゴ＋・）

14 F F F W W 1 Pり一1／2｛P‘一、，ゴ＋P」＋、，ゴー（δ・Re）｝1（巧一、，ゴー、／2一聾一、，升、／2＋巧＋、，ゴー、／2一巧＋、，ゴ＋、／2）｝

15 F F E W W 1 Pり一1／2｛P重一、，ゴ＋P」＋1，ゴー（δ・Re）一1（巧一、，ゴー、／2一巧一、，ゴ＋、／2）｝

16 F E F W W 1 Pらゴー1／2｛P」一u＋P‘÷恥ゴー（δRe）一1（巧＋勾ゴー、／2一巧＋、，ゴ＋、／2）｝

17 F E E W W 1 Pり一1／2（Pト、，ゴ＋P‘＋・，ゴ）

18 F W F W F 1 Pらゴー1／2｛P‘＋、，ゴ＋Pち升、一（がRe）一1（砿一、／乳升、＋㌦ゴー、／2）｝

19 F W F W E 1 Pらゴー1／2｛P」＋、，ゴ＋Pら升、一（がRe）一1巧＋、，ゴー、／2｝

20 F W E W F 1 Pり一1／2｛P‘＋、，ゴ＋P脚一（6・Re）一1研一、／2，升、｝

21 F W E W E 1 Pり一1／2（P」＋、，ゴ＋P‘，升・）

22 F W F F W 1 Pら戸1／2｛P」＋、，ゴ＋Pらゴー、一（がRe）一1（切一、／乳ゴーr聾＋恥升、／2）｝

23 F W F E W 1 Pり一1／2｛P」＋、，ゴ＋Pらゴー、＋（δ・Re）秘＋、，升、／2｝

24 F W E F W 1 Pり一1／2｛P」＋、，ゴ＋Pちゴー、一（δ・Re）一1¢一、／乳ゴー、｝

25 F W E E W 1 Pらゴー1／2（P」＋、，ゴ＋Pぎ，ゴー・）
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第2（b）表つづき

Table2（b）　（continued）

フラグ

値

セルの状態 場合

の数
P鴫ゴについて解くべき式

（乞，ゴ） （i－1，ゴ） （づ＋1，ゴ） （∫，ゴー1） （2，ゴ＋1）

26 F F W W F 1 P希ゴー1／2｛P‘一、，ゴ＋Pらゴ＋、＋（δ・Re）一1（研＋、／酬一巧一、，ゴー、／2）｝

27 F F W W E 1 Pり一1／2｛P」一、，ゴ＋Pらゴ＋、一（δ・Re）一1K一、，ゴー、／2｝

28 F E W W F 1 Pり＝1／2｛P‘＿1，ゴ十P鴫升1十（δ・Re）一1ui＋1／乳ゴ＋1｝

29 F E W W E 1 Pり一1／2（P」一、，ゴ＋P研、）

30 F F W F W 1 Pらゴー1／2｛P‘一、，ゴ＋P鴫ゴー、＋（δ・Re）一1（研鵬ゴー、＋巧一、，升、／2）｝

31 F F W E W 1 Pらゴー1／2｛P」一勾ゴ＋Pらゴー、＋（がRe）一1巧一、，升、／2｝

32 F E W F W 1 Pり＝1／2｛Pj＿1，ゴ十P鴫ゴ＿1十（δ・Re）一1Ui＋1／2，ゴ＿1｝

33 F E W E W 1 Pり一1／2（P‘一・，ゴ＋P鴫ゴー・）

34 F W F／E F F 2 Pらゴー・／3｛P‘＋為ゴ＋’Pり『1＋Pら升1一（かRe）一1（砿一1／乳ゴー1＋¢一1〆珊1）｝

35 F W FIE F E 2 Pらゴー1／3｛p脚＋Pらゴー、＋P鴫升、一（がRe）一1研一、／乳ゴー、｝

36 F W FIE E F 2 Pり一・／3｛P」＋馬ゴ＋Pり一1＋P枡r（がRe）肱一1幻＋1｝

37 F W F／E E E 2 Pり一1／3（P‘＋・，ゴ＋Pらゴー・＋P」，ゴ＋・）

38 F F／E W F F 2 P痢ゴー1／3｛P」一馬ゴ＋Pちゴー、＋Pらゴ＋、＋（かRe）一1（防＋、／乳ゴー、＋¢＋、／λ升、）｝

39 F FIE W F E 2 Pり一1／3｛P‘一、，ゴ＋Pらゴー、＋Pちゴ＋、＋（δ・Re）一1仏＋、／2，ゴー、｝

40 F FIE W E F 2 P鴫戸1／3｛P‘一り＋P鴫ゴー、＋Pらゴ＋、＋（かRe）一1鵜＋、／年升、｝

41 F FIE W E E 2 P‘，ゴー1／3（P」一、，ゴ＋P」，ゴー、＋Pらゴ＋・）

42 F F F W FIE 2 Pちゴー1／3｛P‘一恥ゴ＋P‘＋り＋P卵一（かRe）一1（巧一、，ゴー、／2＋巧＋、，ゴー、／2）｝

43 F F E W FIE 2 Pらゴー1／3｛Pト、，ゴ＋P獅＋Pら升、一（かRe）一1巧一、，ゴー、／2｝

44 F E F W FIE 2 Pり一1／3｛P」一、，ゴ＋P」÷、，ゴ＋P鴫ゴ＋、一（かRe）一1巧＋、，ゴー、／2｝

45 F E E W F／E 2 Pり一1／3（P」一、，ゴ＋P」＋、，ゴ＋P鴫ゴ＋・）

46 F F F FIE W 2 Pり一1／3｛P‘一、，ゴ＋P」＋嵩ゴ＋Pらゴー、＋（かRe）一1（巧一嵩升、〆2＋巧凡升、／2）｝

47 F F E FIE W 2 Pらゴー1／3｛P」一M＋P」＋、，ゴ＋Pちゴー、＋（がRe）一1稽一、，ゴ＋、／2｝

48 F E F FIE W 2 Pらゴー1／3｛P‘一り＋P‘＋M＋Pらゴー、＋（がRe）一％、，升、〆2｝

49 F E E FIE W 2 P‘，ゴー1／3（P‘一、，ゴ＋P」＋、，ゴ＋Pちゴー・）

50 F F／E F／E FIE F／E 16 Pり一1／4（P臼，ゴ＋P」＋、，ゴ＋Pらゴー・＋P研・）

51 E w／FIE w／FIE w／FIE w／F／E 81 Pり＝given
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第2（c）表粘性流をシュミレートするためのx方向の流速Uに対する差分方程式．

Table2（c）Finite　difference　equations　for　the　flow　velocity　in　the　x－direction，U，of2－dimensional　viscous　flow．

フラグ

値

セルの状態 場合

の数
防＋1／第について解くべき式

（‘，ゴ） （歪＋1，ゴ） （∫，ゴー1） （づ＋1，ゴー1） （哲，ゴ＋1） （∫＋1，ゴ＋1）

0 W W w／FIE w／F／E w／F／E w／FIE 162 ¢＋・／2，ゴ＝unde㎞ed

E E

1 W
FIE
w／FIE w／FIE W／F／E w／FIE 324 ¢＋・／2，ゴ＝0

FIE W
2 F E w／FIE w／FIE w／FIE w／FIE 81 q＋・／年ゴー¢一・／銑ゴ＋巧，ゴー・／2－y瓦ゴ÷・／2

3 E F w／FIE w／F／E w／FIE w／FIE 81 ¢＋・／2，ゴーq＋3／銅一yi＋・，ゴー・／2＋yi÷・，ゴ＋・／2

4 F F W W W W 1 Ol＋1／2，ゴ＝1／6｛Ol＿1傷ゴ十Ui＋3〆2，ゴ十δ・Re（pi，ゴーPj＋1，ゴ）｝

5 F F W W E E
2 防＋1／2」謂1／4｛ui－1／2，ゴ十ul＋3／2」十δ・Re（Pり一Pj＋1，ゴ）｝

E E W W
6 F F E E E E 1 ui＋1／2，ゴ＝1／2｛u払1／2，ゴ十防＋3／乳ゴ十δ・Re（Pらゴーpi＋1，ゴ）｝

7 F F W W othersホ1 7 こ1i＋1／2，ゴ富1／5｛q＿1／2，ゴ十ui＋3／2，ゴ十ul＋1／2，升1十δ・Re（Pま，ゴーPj＋1，ゴ）｝

8 F F E E othersホ1 7 ul＋1／2，ゴ＝1／3｛ol＿1／霧ゴ十ui＋3／2，ゴ十¢＋1／2，ゴ＋1十δ・Re（P鴫ゴーPj＋1，ゴ）｝

9 F F others象1 W W 7 Ol＋1／2，ゴ＝1／5｛Ol＋1／2，ゴ＿1十Uレ1／2，ゴ十Ui＋3／2，ゴ十δ・Re（Pり一Pj＋1，ゴ）｝

10 F F others導1 E E 7 Ui＋1／2，ゴ謂1／3｛Ui＋1／2，ゴ＿1十Ui＿1／2，ゴ十こ11＋3／2，ゴ十δ・Re（Pり一Pj＋1，ゴ）｝

11 F F oもhers本2 49 ol＋1／2，ゴ＝1／4｛ul＋1／2，ゴー1十¢＿1Aゴ十ui＋3／2，ゴ十〇1＋1／2」＋1十δ・Re（P‘，ゴーPj＋1，ゴ）｝

注：＊12つのセルがフラグ値4～6のそれらに対応するセルの状態ではない場合。＊24つのセルがフラグ値4～10のそれらに対応するセルの状態ではない場合。
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第2（d〉表　粘性流をシュミレートするためのy方向の流速Vに対する差分方程式．

Table2（d）Finite　difference　equations　for　the　flow　velocity　in　the　y－direction，7，0f2－dimensional　viscous　flow．

フラグ

値

セルの状態 場合

の数
残ゴ＋1／2について解くべき式

（∫，ゴ） （4，ゴ＋1） （‘一1，ゴ） （づ一1，ゴ＋1） （‘＋1，ゴ） （乞＋1，ゴ＋1）

0 W W w／FIE w／F／E w／FIE w／FIE 162 残升・／2－unde血ed

E E

1 W
F／E
w／FIE w／FIE w／F／E w／FIE 324 巧，升・／2－0

FIE W
2 F E w／F／E w／F／E W／FIE w／F／E 81 玖升・／2－yζゴー・／2＋¢一・／2，ゴー¢＋・／勾

3 E F w／FIE w／FIE w／F／E W／F／E 81 覧ゴ＋・／2－y語3／2一研一・／第＋・＋¢＋塊坦

4 F F W W W W 1 y属升1／2＝1／6｛殊ゴ＿1／2十残升3／2十δ。Re（Pり一Pち升1）｝

5 F F W W E E
2 y鳳ゴ＋1／2＝1／4｛y舘＿1／2十V義升3／2十δ’Re（Pり一Pら升1）｝

E E W W
6 F F E E E E 1 残升1／2＝1／2｛秩ゴ＿1／2十y属ゴ＋3／2十δ’Re（・Pり一Pり＋1）｝

7 F F W W othersホ1 7 琉升・／2－1／5骸ゴー・／2＋VU＋3／2＋巧＋・，升・／2＋δ’Re（PらゴーPち升・）｝

8 F F E E others拳1 7 稼升、／2－1／3｛玖ゴー・／2＋残ゴ＋3／2＋巧＋・，ゴ＋・／2＋δ’Re（Pり一Pらゴ＋・）｝

9 F F other5孝1 W W 7 残ゴ＋、／2－1／5｛跨一・，升・／2＋覧ゴー・／2＋玖升3／2＋δ・Re（PらゴーPち升・）｝

10 F F others“1 E E 7 玖升、／2－1／3｛巧一・，升・／2＋残ゴー・／2＋残ゴ＋3／2＋δ軸（Pり一Pらゴ＋・）｝

11 F F others率2 49 ％＋、／2－1／4｛巧一、，ゴ＋、／2＋殊ゴー・／2＋残升3〆2＋巧＋・，升・／2＋かRe（PちrP鴫ゴ＋・）｝

注：＊12つのセルがフラグ値4～6のそれらに対応するセルの状態ではない場合。＊24つのセルがフラグ値4～10のそれらに対応するセルの状態ではない場合。
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の流体の流入・流出量の絶対値の比較が有用である）．そ

れゆえ，ネットワークを有限要素で近似したシュミレー

ションの場合にも，最後にこの量を計算するようにして

いる（第1図（i）の処理）．

4．シュミレーション結果の比較

　以上で説明したように，ネットワーク解析では，X線

CT画像中のネットワークを伝った流れの解析を行うため

の手法として以下の3つのものがある；（1）ネットワーク

の領域をPCモデルで近似した後にそれを構成するチャン

ネルの流量をキルヒホッフの法則を用いて計算する手法

（以下では，PCモデルによる解析と呼ぶ），（2）PCモデ

ルから得られたチャンネルの形状抵抗の分布からEMAに

よってネットワークを伝った流れの巨視的な伝導度を推

定する手法（以下では，EMAによる解析と呼ぶ），（3）ネ

ットワークの領域を有限要素（セル）で近似して，その

上で流体の流れを支配する微分方程式を差分化して解く

手法（以下では，有限要素（FE）モデルによる解析と呼

ぶ）．ここでは，これら3つの手法の有効性の評価のため，

同じサンプル画像についてこれらを用いて得られた流れ

に対するネットワークの巨視的な伝導度の比較・検討を

行う．

　解析を行ったサンプル画像は，第2図で示したものを

含む10枚のX線CT画像である．これらはすべて同じサン

プル（鉄鉱石焼結体）の画像で，3次元のX線CT画像（中

野ほか，1992；Nakano6地1．，1992）を作成するため

に取得した断層画像のうちの一部である（すなわち，Nα1

～10の順に岩石をスライスした断層画像で，Nα1と10が

それらの上下の端の画像，また，Nα10が第2（a）図の画像

である）．10枚のX線CT画像のサイズはすべて150（画

素）×150（画素）×256（輝度レベル）で，各々に含まれ

る画像の内容はどれも第2（a）図と同様なものであった．

そこで，第2（b）図を求めた場合と同じ輝度値を境にして

これらすべての画像を2値化し，各々の画像から最大サ

イズのクラスタだけを抽出した．

　10枚のX線CT画像に含まれていた最大サイズのクラス

タ（ネットワーク）それぞれについて，上で述べた3っ

の手法を用いて電流と粘性流に対する巨視的な伝導度を

計算した．ただし，PCモデルによる解析とFEモデルに

よる解析では，各々のネットワークに対する流体の外部

からの流入・流出口として第2図のものと同様な1組の

ものだけに対する計算だけを行い，それらからの流入・

流出量の絶対値を各ネットワークの巨視的な伝導度であ

ると見なした．また，FEモデルによる解析では，計算に

要する時間も同時に評価するために，緩和法の繰り返し

ループの回数の上限値を与えて計算を行った（繰り返し

回数の上限値は，10個のネットワークの電流と粘性流の

計算に対して同じ値を与えた）．この結果，PCモデル（お

よびEMA）による解析では，巨視的な伝導度の値は計算

機の最高精度で求まるのに対して，FEモデルでは十分な

緩和計算の収束が達成されていないことに起因する流入・

流出口での流量の絶対値の違い（計算誤差）が生じるこ

とになる．

　3つの手法を用いて得られた電流と粘性流に対するネ

ットワークの巨視的な伝導度の比較を第5図に示した．

ただし，ここで示した各ネットワークに対する巨視的伝

導度の値は，ネットワーク解析のソフトウェア（第1表

および付録A）から出力された生の値で，種々の補正計

算（（3），（4）式の係数分の補正や（m，⑬式で示した無次元

化の補正）を行わないとその絶対値の直接の比較はでき

ない．そこで・ネットワークごとの巨視的伝導度の値の

比に注目しよう．

　まず，第5（a）図に示したPCモデルとFEモデルによる

電流に対する巨視的伝導度の比較結果を検討する．FEモ

デルの誤差（これは，緩和法計算の収束の悪さに起因す

る）を考慮に入れても，両者の結果は比例関係にあるこ

とが第5（a〉図から明らかである．すなわち，PCモデルで

ネットワークを伝った電流を解析したものとFEモデルで

の結果は，どちらもほぼ同じ流れをシュミレートしてい

るようである．FEモデルに比べると，PCモデルの計算

は流れの流路やそれを支配する方程式に関してかなりの

近似や省略を行っているので，ここでの一致（比例関係）

は特筆に値する．すなわち，電流に限って言えば，PCモ

デルによる解析は，従来行われていた（FEモデルを用い

た）流体力学のシュミレーション法を代用できるほどに

有効である．

　次に，PCモデルとFEモデルによる粘性流に対するネ

ットワークの巨視的な伝導度の解析結果（第5（b）図）を

検討する．電流の場合に比べると，FEモデルによる計算

では，ネットワークの巨視的な伝導度の推定値の誤差が

非常に大きい．これは，電流の場合に比べて，粘性流の

場合には解くべき式の個数が増加することに起因すると

考えられる（後述）．さらに，PCモデルによる伝導度の

値とFEモデルによる粘性流の巨視的伝導度の値の問に

は，電流の場合のような比例関係はないようである．こ

の原因として以下の2つが考えられる．まず第1に，PC

モデルの各チャンネルの抵抗値（伝導度）の計算法（近

似法）の不十分さがあげられる．電流の場合に比べると，

粘性流ではチャンネルの幅z〃に対する伝導度の依存性が

より大きい（（5）式にも示されているように，電流では各
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第5図
Fig．5

ネットワーク解析の3つの手法で求められた岩石サンプルの巨視的な伝導度の間の関係．

Relationships　between　macroscopic　flow　conductances　of　a　rock　sample　obtained　from　three　different　methods　in　the

network　flow　analysis．

チャンネルの伝導度がωに比例するだけなのに，粘性流

では卿3に比例する）．そのため，電流に比べると，粘性流

ではチャンネルの幅の狭い部分にそれを伝った流れが規

制されるため，（1）式のようなチャンネル幅の第1近似で

は不十分であると考えられる．すなわち，各チャンネル

の形状をその幅の最も狭い部分を反映させる形でより高

精度に近似する必要がある．第2に，粘性流に対するFE

モデルで用いた差分方程式の問題があげられる．付録B

でも説明されているように，粘性流に対する差分方程式

（第2（b），（c）および（d）表）は，境界条件によってはその

導出時にあいまいさがある．これは，流路が込み入って

いる（すなわち，ネットワークが細くなっている）部分

もしくは外部からネットワークに流体が流入・流出する

セルの周囲において表面化する問題である．通常の流体

力学のシュミレーションでは・このような流入・流出口

や壁面（境界）付近での方程式のあいまいさ（もしくは

計算精度の低下）を避けるために，境界の形状を単純に

したり，それらの付近でセルの形状やサイズを変えるこ

とがしばしば行われる．ネットワーク解析のFEモデルで

はそれを行っていないので，十分な精度で粘性流の振る

舞いがシュミレートされていない可能性がある（なお，

流入・流出口や境界の形が単純な場合ならば，ネットワ

ーク解析のFEモデルで得られた粘性流のプロファイルが

流体力学の解析解と一致することは確認済みである）．

　電流および粘性流に対するPCモデル（もしくはFEモ

デル）とEMAで計算した巨視的伝導度を比較すると（第

5（c）および（d）図），粘性流に対するPCモデルとFEモデ

ルの場合以上に，これらの間には相関がない．ただし，

PCモデルとEMAで得られた伝導度の最小値と最大値の

比を比較すると，後者は前者に比べて非常に小さい．言

い換えると，EMAで得られた巨視的伝導度は，ネットワ

ークごとのばらつきが小さい．EMAでは，その導入の経

緯のところでも述べたように，ネットワークのつながり

具合にあまり依存しない量として，ネットワークのチャ
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ンネルの伝導度の値の分布から推定される巨視的な伝導

度を求めている．すなわち，同じようなチャンネルの伝

導度分布を持つネットワークでは，EMAで求めた巨視的

伝導度の値はほぼ同じになる．ここで用いた10個のネッ

トワークはどれも同じ岩石から得たものなので，EMAで

ほぼ同じ巨視的伝導度が得られたことは当然の結果と言

えよう．

　ネットワーク解析の手法の比較の最後として，計算に

要する時間について述べよう．電流と粘性流に対するシ

ュミレ！一ションのどちらもEMA，PCモデルそしてFE

モデルの順で長い計算時間を要した．EMAとPCモデル

（正確にはPCモデルで近似したネットワークに対して

EMAを用いた場合とキルヒホッフの法則から流れを計算

した場合）では，どちらもネットワークの三角形分割の

ための計算が必要である．この計算手続き（中野・藤井，

1991b）は非常に複雑であるが，取り扱う画像サイズがあ

まり大きくない（たとえば，1000×1000画素程度の画像）

ならば，高速な計算機を使って処理を実用的な時問内に

行うことができる．また，キルヒホッフの法則を用いた

流れの計算も，十分なメモリを持った計算機ならば，実

用的には特に問題はない．なお，EMAの計算（（7）もしく

は（8）式の解の計算；中野，1992）はパーソナルコンピュ

ータでも行える程度の計算量しか必要としない．

　FEモデルを用いた流れのシュミレーションは，第5（a）

図（電流に対する結果）で行った計算精度のものでさえ

PCモデルの場合の10倍以上の計算時間を要する．また，

粘性流に対するもの（第5（b）図）では，解くべき方程式

の個数が電流の場合より増えるため（第2表），計算量は

電流の場合よりさらに増加する．これらは，シュミレー

ションで用いている単純な緩和法に原因があるので，解

の収束に至るまでの緩和の繰り返し回数が少なくて済む

逐次加速緩和法などを使用する必要があるだろう（ただ

し，FEモデルでは，電流の場合でさえもPCモデルに比

べて解くべき式の数が圧倒的に多いので，計算時間の大

幅な短縮は望めそうにもないが）．

5．おわりに

　岩石中の割れ目や粒界のなすネットワークは3次元的

に複雑なつながりかたをしている（中野ほか，1992；

Nakano6！α1．，1992）．それゆえ，本文で説明したネッ

トワーク解析も2次元でなく3次元において行う必要が

ある．その際，PCモデルを用いた解析の場合には，ネッ

トワークをなす領域を三角形でなく四面体によって分割

することになる．また，FEモデルを用いた解析では，差

分方程式の導出を3次元の系について行えばよい．しか

しながら，そのどちらの解析も現時点では実現していな

い．前者の場合，それはネットワーク領域の四面体分割

を一意的に行うためのアルゴリズムを考案していないこ

とによる．また，後者は，差分方程式の導出が複雑にな

る上，2次元でさえも長大であった流れのシュミレーシ

ョンに要する計算量が3次元では膨大なものになると考

えられるからである．これらの問題を解決して，3次元

のX線CT画像を用いたネットワーク解析のソフトウェア

を開発することが今後の課題である．

　ネットワーク解析は，おもに実験的には測定が困難な

部分溶融岩中のマグマの流れなどをシュミレートし，そ

れに伴う岩石全体の巨視的な物性値を推定するために開

発された．しかしながら，岩石中の流体がマグマではな

く水の場合は，その浸透率や岩石全体の電気伝導度を地

下深部の状態を再現したアナログ実験によって求めるこ

とが比較的容易である。それゆえ，実験的に求めた浸透

率あるいは電気伝導度とネットワーク解析から推定され

る値を比較することも今後検討したい．

　なお，本文で説明したネットワーク解析用のすべての

ソフトウェア（第1表に示されたものとそれ以外の関連

ソフトウェア）はすべて配付可能である．ご希望のかた

は筆者まで連絡いただきたい．

謝辞：本文で例として用いたX線CT画像は新日本製鐵

株式会社に提供していただいた．また，本文の作成にあ

たり地質調査所地殻熱部石戸恒雄氏から貴重なコメント

を多数いただいた．ここに記して感謝の意を表します．

付録A．ネットワーク解析のソフトウェア概説

　本文で説明したネットワーク解析を実際に行うための

ソフトウェアには第1表に示したようなものがある．同

表で説明されているように，これらは各々，ネットワー

ク解析を構成するそれぞれの処理（第1図）だけを行う

単機能のソフトウェアで，UNIXもしくはMS－DOSの上

で起動可能なC言語によるプログラムである．ネットワ

ーク解析のある程度まとまった処理内容（たとえば，画

像の前処理を行うことなど）を実行するためには，UNIX

やMS－DOSのバッチ処理でこれらを順番に起動する必要

がある．

　第1表に示したソフトウェアで取り扱うデータのうち，

画像データはすべてBitmapと呼ばれる形式のものである

（中野・藤井，1989a）．この形式では，2値画像データ

もそうでない一般の多値画像データも取り扱うことがで

きる．また，それ以外のデータは，フリーフォーマット

のアスキーテキストの数値としてファイルに格納された
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ものである（これらのファイルの詳細は，第1表に示し

た参照文献で詳しく説明されている）．

　第1表に示したソフトウェアのうち参照文献がないも

のと本文で初出なものについて補足説明を行う．まず，

プログラムgfitなどで行っている処理内容について補足

する．これらは，もとの画像データ（たとえば，第2（a）

図）にあらわれる輝度の出現頻度分布を解析して，それ

を2値化する際の境界となる輝度の値を求めるためのソ

フトウェアである．ネットワーク状の物体が認識できる

画像データでは，通常はネットワークをなしている部分

とそうでない部分の輝度値にかなりのコントラストがあ

る．そこで，画像全体の輝度の出現頻度曲線（ヒストグ

ラム）をガウシアン関数のような山型の関数を2つ重ね

合わせたもので近似する．そして，それらのピークの間

の谷の位置を2値化のための輝度の境界値と見なすわけ

である．また，輝度のヒストグラムを適当な関数（3次

の多項式など）でスムーシングして，そのピーク（ボト

ム）の位置を推定してもよい．なお，注意しておきたい

ことは，ここで行った2値化の境界値の決定がこれ以降

のネットワーク解析の結果の信頼性を決めてしまうこと

である．すなわち，これ以降で用いるネットワークの形

状は2値化によって決められてしまう．それゆえ，2値

化を客観的に行わなければ，ネットワーク解析には何の

意味もなくなる（X線CT画像を用いた場合には，画像の

輝度値がそこでの密度を表すので，輝度値の頻度分布を

行わないでも適当な境界値を設定できる）．

　有限要素近似による流れのシュミレーションを行うソ

フトウェアの個々の処理内容の補足説明は以下のとおり

である．プログラムbm2pおよびbm2puvは，電流もし

くは粘性流のシュミレーションを行う際に，周囲のセル

の状態によって選択されるフラグ値（第2表）をネット

ワークの領域を示す2値画像データから決めるために用

いる（画像データから得られたフラグ値をファイルに書

き出す）．さらにこれらのプログラムでは，流体が外部か

らネットワークに流入・流出するセルの位置を指定して，

それらを含めたすべてのネットワークのセル（状態Fも

しくはEのセル）がつながっているか否かをチェックす

る．また，流入・流出口に与えた値を含めた緩和法の計

算のための電位もしくは圧力の初期値をファイルに書き

出す．第1表に示したpおよびpuvは，電流もしくは粘

性流のシュミレーションを緩和法によって行うためのプ

ログラムである．これらのプログラムでは，緩和法の繰

り返し計算は指定された回数だけ行う．これらを起動さ

せるためには，プログラムbm2pもしくはbm2puvで求

めた解くべき式の選択に用いられるフラグ値と電位もし

くは圧力の初期値を必要とする（結果として得られた電

位もしくは圧力の値をおさめたファイルは，初期値をお

さめたものと同じ形をしているので，これらのプログラ

ムを繰り返し起動すれば，解が十分に収束するまで途中

経過をチェックしながら計算を行うことができる）．プロ

グラムp2divおよびpuv2divは，ネットワークの流入・

流出口での流量をシュミレーション結果から計算する以

外に，ネットワークでの各点での計算結果の妥当性を評

価するためにも用いられる．すなわち，有限要素近似に

よる流れのシュミレーションでは，（13）や（2①式で示したよ

うな流れの保存則（わきだし量が0）を仮定しているの

で，計算された各点での流量についてわきだし量を計算

することにより，緩和法の計算の収束の程度（もしくは

計算された流れの妥当性）を調べることができる．

付録B．有限要素近似のための差分方程式の導出

　画像から抽出されたネットワークの領域を有限要素（セ

ル）で近似して，それらを用いて，電流や粘性流の支配

方程式を直接解く場合の差分方程式の導出法を以下で説

明する．ここで，セルはもとの画像で用いていた画素と

同じ空間的な広がりを持つものと考える（第4（a）図）．そ

して，これらは各々，ネットワーク領域に属していない

セル（状態W〉，外部からの流体の流入・流出口に相当す

るセル（状態E），もしくは，流体のある通常のセル（状

態F）のいずれかであるものとする．なお，解くべき方程

式が無次元化されている場合（（1Dおよび⑬式）には，セ

ルのサイズを系の特徴的な長さLと考えて差分に用いる

格子間隔を1と設定できるが，ここでは一般性を考えて，

それを縦横ともδとする．また，本文でも述べたように，

差分化に際して，電流や粘性流の流れ∫＝（U，『V）およ

び∂＝（U，y）と流れのポテンシャル（電位および圧力）

Pの値をセルの異なった点で求めることにする（差分化

ではくいちがい格子を用いる；第4（a）図）．

B－1．電流
　2次元の電流に対する支配方程式（（12），α3）および（⑳式）

を書き下すと以下のようになる．

u＝一∂P／∂κ・

’V＝一∂jP／み

∂U／∂冤十∂γ／∂y＝0・

∂2．P／∂冗2＋∂2P／砂2＝0

・（B－1）

・（B－2）

・（B－3）

・（B－4）
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これらの式を，くいちがい格子上で中心差分によって差

分化すると以下のようになる．

α＋11㍑＝一δ『1（B＋、」一B」）・

U，ゴ＋、！2＝一δ一1（R，ゴ＋rR，ゴ）・

・（B－5）

・（B－6）

δ一1（α＋、！㍑一α一、12，ゴ）＋δ一工（U，ゴ＋、！2－U，ゴー、12）＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　　・（B－7）

δ一2（R＋、」＋B一》一2R」）

　　　＋δ一2（馬＋、＋馬一、一2馬）＝0 ・（B－8）

ここで，添え字は，計算に用いる諸量の位置する点を示

す格子線の番号（第4（a）図）を表す．そして，（B－7）お

よび（B－8）式は位置（ズ，ブ）で，また，（B－5）と（B－

6）式はそれぞれ位置（づ＋1／2，ブ）と（づ，ブ＋1／2）で差

分化を行った結果を示している．

　外部からの電流の流入・流出口に相当する状態Eのセ

ルに電位を与える電流のシュミレーションでは，（B－8）

式から導かれる電位Pに関する式，

B＋》十B＿1」十B」＋1十B」＿1－4Bげ＝0・　・（B－9）

を状態Fのセルに関して解きさえすれば，流れ（U，臼V）

は（B－5）と（B－6）式から計算できる．ただし，・Pを計

算するセルの周囲のセルの状態によっては，そこでの電

位の値が未定義で（B－9）式をそのまま使えない場合があ

る．この場合には，以下のようにして（B－9）式を書き換

えた式を用いなければならない．

　まず，周囲のセルのうち1つが状態Wのセルである場

合を考える（第4（d）図）．第4（d）図の場合には，セル（」，

ブ）に対する（B－9）式でB一・」が未定義である．そこで，

電流はネットワーク領域だけを流れる（すなわち，状態

Wのセルと状態Fのセルの間には電流は流れない；今の

例では，研一1彫＝0）という条件を用いて，（B－5）式よ

り，

R＿1，，＝B，ゴ

と考える．これを（B－9）式に代入して，

R＋、，ゴ＋B，ゴ＋1＋R，ゴーr3R，ゴ＝0

・（B－10）

・（β一11）

が得られる．周囲に複数個の状態Wのセルがある（たと

えば，第4（e），（f）および（9）図のような）場合にも，同様

にして（B－9）式の代わりに解くべき式を導き出すことが

できる．なお，周囲の4つがすべて状態Wのセルである

場合には，解くべき式が不定になる．すなわち，そのセ

ルはネットワークにつながっていないことになり，R，，

は未定義となる（ネットワーク解析では，ここで用いる

ネットワークのセルとしてクラスタラベリングによって

つながったものを抽出しているため，このような場合は

起こりえない）．

　上の例のように，各セルにおいて解くべき差分方程式

は周囲のセルの状態によって異なった形となる．ネット

ワーク解析では，これをフラグ（もしくはフラグ値）に

よって区別している．電流の場合には，このようなフラ

グ値には18種類（0～17）がある．第2（a）表に，フラグ

値0～17のセルの状態とそこで解くべき差分方程式の対

応関係を示した．なお，第4（d），（e），（f）および（9）図に対

応するものは，それぞれフラグ値12，8，6および2の

場合である．

　実際のシュミレーションの計算（第1表および付録A）

では，まず各セルの状態を調べてそれらのフラグ値を求め

る．その後，緩和法のループで，各セルのフラグ値に従っ

た差分方程式（第2（a）表）を解いて電位B」を計算する．

B－2．粘性流

　2次元の粘性流に対する支配方程式（qg），⑳および⑳

式）を書き下すと以下のようになる（（2①および（22）式に関

しては電流のものと同じ形である）．

一Re∂P／∂x十∂2U／∂x2十∂2U／∂y2＝0…　　（B－12）

一Re∂P／∂y十∂2V／∂x2十∂2V／∂y2＝0…　（B－13）

∂U／∂％十∂y／∂y＝0

∂2P／∂冤2＋∂2P／み2＝0

・・（B－14）

・・（B－15）

ここで，Reは（2D式で定義されたレイノルズ数である．こ

れらの微分方程式を電流の場合と同じ位置で差分化する

と（（B－14）と（B－15）式に関しては電流の場合と同じ

である），

一Reδ一1（R欄一馬）＋

　　δ一2（α＋3燭＋α一、彫一2α＋、ノ名，）

　　　＋δ一2（α＋1！踏、＋α＋、周一1－2α＋、1の＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　・・（B－16）

一Reδ一1（馬＋、一馬）＋

　　δ一2（yl＋、」＋、ノ2＋匹、」＋1／2－27謡、12）＋

　　δ一2（砺，ゴ＋312＋yl，ゴー112－2巧，ゴ＋、！2）＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　…（B－17）
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δ一1（α＋1燭一α一112」）＋

　　δ一1（脇＋、12一臨一1／2）＝0

δ一2（君＋、」＋R一、」一2R」）＋

　　δ一2（B灘＋B酒r2B」）＝0

・（B－18）

・（B－19）

となる．

状態Eのセルに圧力値を与えて行う粘性流のシュミレ

ーションでも，電流の場合と同様に，（B－19）式から導か

れる圧力Pに関する式，

B＋1，ゴ十ハ＿1，，十R，ゴ＋1十R，ゴ＿1－4B，ゴ＝0　　・（B－20）

を解くことになる（この式は電流の場合の（B－9）式と同

じものである）．ただし，電流の場合と異なり，粘性流で

は圧力Pが求まっただけでは流れ（U，7）は自動的に

計算できない．すなわち，（B－16）および（B－17）式か

ら導かれる，

　　一δRe（B＋1，ゴーR，ゴ）十

　　　　α＋3！2，ブ＋α一、！2，ゴ＋α＋、！2，ゴ＋1＋α＋12，ゴー1

　　　　－4乙弓＋112，ゴ＝0………一………・……（B－21）

一δRe（B，升1－R，ゴ）十

　　　巧＋1，ゴ＋、！2＋砺一1，ゴ＋1！2＋砺，ゴ＋3〆2＋巧，ゴー、！2

　　－41／i，升1／2＝0……………・…・・……（B－22）

を解いて，流れを計算する必要がある．さらに，これら

の式は，計算する点の位置の周囲のセルの状態によって

様々に書き換える必要がある．そして，以下で説明する

ように，書き換えによって得られた式はPだけでなく流

れUとyに関するものもあるため・電流の場合に比べ

ると非常に多くのバリエーションを持つ．それを先に説

明したフラグ値とともに示したものが第2表の（b）圧力P

に関する式，（c）Uに関する式，および（d）『Vに関する式，

である．なお，これらの表においてフラグ値は，それぞ

れの場合で独立に計算する点の状態を示している（フラ

グ値はP，U，『Vに関するものがそれぞれ独立に必要で

ある）．

　セルのフラグ値に従った圧力の（B－20）式の書き換え

について説明しよう．まず，図4（d）のように圧力を計算

する位置（ズ，ブ）のセルの周囲のセルの1つ（」一1，ブ）

が状態Wである場合を考える．このとき，電流の場合と

同様に，α．、！2，ゴ＝0と仮定できる（流体はネットワーク

の中だけを流れる）．しかしながら，（B－16）式にはそれ

以外の位置でのUが含まれている（図4（d）参照）ために，

これだけでは電流の場合のようにR一・」とB」の関係を得

ることができない．これらのUのうち，U－312，ゴとU＋1！2，，

の関係を以下のように仮定する．

（α一312，ゴ＋α＋112，ゴ）／2＝α一、！2，ゴ（＝0） ・（B－23）

この仮定には強い理論的根拠はない（セル内で流れがな

めらかである，もしくは，解くべき差分方程式がすべて

線形である，という仮定である）．これより，もし（1，ブー

1）および（づ，ブ＋1）のセルが状態Fならば，（B－16）

式より，

R＿婦＝RJ一（δRe）一1（Ul＿112，ゴ＿1十乙弓＿1ノ㍑＋1）

　　　　　　　　　　　　　　　　・（B－24）

となる．これを（B－20）式に代入して，

B＋、，ゴ＋R，ゴー1＋B，ゴ＋r3B，ゴ

　　　ー（δRe）一1（α＿112，ゴ＿1十α＿112，ゴ＋1）＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　・（B－25）

が得られる（これは，第2（b）表のフラグ値34の場合であ

る）．

　第4（d）図の場合で，もし（乞，ブ＋1）が状態Eのセルな

らば，（B－24）式でα一、12，，＋1を用いることには問題がある

（このセルが，系の中で圧力を与えて自由に流体を流入・

流出させている，という意味で運動方程式（（B－24）式）

に支配されない特殊なセルであるため）．そこで，流体の

存在するセルどうしが接していることを考慮して，状態

Eのセルの辺上では辺に沿った方向に流体が自由にすべる

という条件を点（乞一1／2，ブ＋1／2）での流速Uに適用して，

α＿1／2，ゴ＋1！2＝α＿1ノ㍑＋1＝α＿112，ゴ（＝0）　　　・（B－26）

を得る（ただしここでも，（B－23）式の場合と同様に，

流れは急変しないという仮定を用いた）．この結果，第2

（b）表のフラグ値35に対応する状態の場合には，（B－16）式

より，

Pレ1調＝R」一（δRe）一1α＿112，ゴ＿1

となり，（B－20）式は，

R＋、，ゴ＋R，ゴー1＋R，ゴ＋、一3R，ゴ

　　　ー（δRe）一1α一1ノ島ゴー、＝0・

・（B－27）

・（B－28）

のように書き換えることができる．同様にして，（」，ブー

1）が状態Eのセルの場合に対する（B－20）式の書き換え

も行うことができる（第2（b）表のフラグ値36と37の場合）．

なお，ここで示した状態Eのセルの取り扱いは，簡単な

境界条件の場合に行った粘性流のシュミレーションで流

れの様子が流体力学の解析解と一致することにより妥当
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なものであることが確認された．

　次に，第4（e）図のようなセル（づ，ブ）の周囲のセルのう

ち2つ（（づ一1，ブ）と（乞，ブー1）のセル）が状態Wのセ

ルである場合を考えよう．この場合にも，状態Wのセル

の辺上での流速を切一1彫＝0かつ巧」一・12＝0とする．ま

た，同様に，α一1履一、＝0かつU一、」一1／2＝0が成り立つと

する（これらはむしろ，先に説明した状態Eのセルの周

囲の辺上での値を求めた（B－26）式と同じ論理で導出し

た方がよいかもしれない．すなわち，状態Wのセルの周

囲の辺上で辺に沿った方向に流体がすべらない条件を点

（づ一1／2，ノー1／2）に適用して，

（研＿1仏，十α＿1侶ゴ＿1）／2＝α＿1仏ゴ＿112（＝0）　（B－29）

などから，同じ結果を得る）．そして，（B－23）式と同様

にして，

α一3燭＋α＋1／2，ゴ＝0，

巧，ゴー312＋脇，ゴ＋、12＝0・ ・（B－30）

と仮定する．もし，セル（づ，ブ＋1）と（づ＋1，ブ）が状態

Fならば，これらを（B－21）および（B－22）式に代入し

て，

R一、」＝馬一（δRe）一1α一、1乳ゴ＋1，

馬一1＝B〆（舐6）一1V71欄一、12・ ・（B－31）

となる．それゆえ，第2（b）表のフラグ値18に対応する状

態では，Pに関して，

B＋、」＋R」＋r2B〆（δRe）一1

　　（α一、伽＋1＋9Vl＋、げ一、12）ニ0 ・・（B－32）

を解けばよい．これ以外のフラグ値の場合もほぼ同様に

して，圧力Pについて解くべき式を導出できる．なお，

ついでながら，第4（e）図の場合に対応する第2（b）表のフ

ラグ値は18～21，同（f）および（9）図の場合はそれぞれ10～13

と2～3である．

　粘性流の流速Uとγに対する差分方程式（B－21）と

（B－22）式は，添え字（空間軸のとりかた）に関して対

称な形をしている（第4（b）と（c）図を参照のこと）．それゆ

え，境界条件にともなう式の書き換え（第2（c）と（d）表）

は，どちらか一方だけを導出すればよいので，ここでは

Uの場合だけを考える．

　流速Uに関する方程式（B－21）式の書き換え法も圧力

Pの場合とほぼ同様である．すなわち，たとえば，状態

Wのセル（乞，ブ）と状態Fのセル（什1，ブ）にはさまれ

た辺上の点（∫＋1／2，ブ）での流速は，α＋・燭＝0とする

（第2（c）表のフラグ値1の場合）．また，これらのセルが

ともに状態Fで，その上下のセル（σ，ブ±1）および（什

1，ブ±1）がどれも状態Wである場合には，壁面上の点（什

1／2，ブ±1／2）において流体がすべらない条件を用いて，

（B－29）式と同様に

α＋、！2，ゴ±、＋α＋、12，ゴ＝0 ・（B－33）

とする．そして，これらを（B－21）式に代入して，第2

（c）表のフラグ値4の場合の差分方程式を得る．さらに，

セル（づ，ブ±1）および（什1，ブ±1）がどちらも状態E

の場合にも，（B－26）式と同様な点（什1／2，ノ±1／2）に

おいて流体が自由にすべるという条件，

α＋、ノ2，，±、＝α＋1／2，ゴ ・・（B－34）

を用いれば，第2（c）表のフラグ値6に対応する差分方程

式を導出できる．

　ところで，先にも述べたように，状態Eのセルの周囲

の辺上の流速の値を運動方程式（（B－21）および（B－22）

式）から求めることには問題がある．そこで，たとえば，

状態Fのセル（ガ，ブ）と状態Eのセル（」＋1，ブ）の間

の点（」＋1／2，ブ）での流速研樹㍑を求める際には，運動

方程式（（B－21）式）を使わずに，流れの保存則（（B－18）

式）を状態Fのセルに適用してその計算を行うことにし

た．すなわち，第2（c）表に示したフラグ値2の場合のよ

うに，（B－18）式から導かれる，

Ul＋1！2，ゴーUl＿112，，十脇」＋1〆2一巧」＿1！2＝0　　・（B－35）

を流速α＋1伽の算出に用いた．

B－3．粘性流に対する差分方程式導出時のあいまいさ

　以上で説明したフラグ値ごとの差分方程式の導出法で

は，粘性流に関するものの場合に2つのあいまいさがあ

る．まず，第1のあいまいさは，（B－23）式などを導出す

る際に用いた仮定（流れがなめらかである，という仮定）

に起因するものである．先にも述べたとおり，この仮定

から導き出される（B－23）式には特に理論的な根拠はな

い．第2のあいまいさは，壁面での流体のすべりに関す

る条件の適用についてである．たとえば，圧力について

フラグ値35に対する状態の場合の解くべき式を導出した

場合（第4（d）図）のように，セル（づ，ブー1）にある状態

Eのセルによる点（」一1／2，ブー1／2）での流体が自由にす

べる条件（（B－26）式）の適用にはあいまいさがある．す

なわち，この点は状態Wのセル（」一1，ブ）の境界でもあ

るわけだから，ここでは流体がすべらないという条件（（B

－29）式）を適用してもよい（両者の結果は同じ結論を与

えることになるが，どの条件を用いるかというあいまい
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さが消えるわけではない）．

境界条件が単純な場合，すなわち，ネットワークの境

界が直線的な輪郭線で表される場合には，これらのあい

まいさに起因する差分方程式の問題点は表面化しない．

しかしながら，ネットワーク解析で取り扱うような複雑

な境界の形状（とくに1つのセルだけでネットワークが

っながっている部分）に対しては，これらがそこでの粘

性流のプロファイルに大きな影響を及ぼす可能性がある．
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